h'
AKADEMIK

PLATFORM

Fark Denklemlerinin Coziimiinde Parametrelerin Degisimi Yontemi
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Sakarya Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 54187, Sakarya

Ozet:

Icerisinde en az birinci mertebeden A, V, &, p, E gibi sonlu farklarin bulundugu fonksiyonel

denklemlere Fark Denklemleri denir. Ekonomi, teknoloji, iiretim ve tiiketim, niifus artis ve
hareketliligi, biyolojide canli kitle sayisinin arastirma ve yorumlanmasi yaygin kullanim
alanlarindandir. Fark Denklemlerinin ¢6ziimii konusunda Belirsiz Katsayilar Yontemi, Operator
Yontemi, Parametrelerin(Sabitlerin) Degisimi gibi yontemler kullanilmaktadir. Parametrelerin
degisimi yontemi, genellikle literatiirde II. Mertebe denklemlere uygulanmistir. Bu ¢aligmada ise, bu
yontemin II1. Mertebe denklemlere de basarili bir sekilde uygulanabilecegi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Fark, denklem, fark denklemleri, parametrelerin degisimi, sabitin degisimi

1. Giris

Fark denklemlerinin ¢6ziimii, pek ¢ok matematik¢inin yakin ilgisini ¢ekmis ve 6zellikle son 35
yil icerisinde yapilan ¢alismalar sonucunda da bu konuda zengin bir literatiir ortaya ¢cikmigtir [1-
6]. Fark Denklemleri, icerisinde en az birinci mertebeden A, V, 8 H E gibi sonlu farklarin
bulundugu fonksiyonel denklemler olarak bilinir. Fark denklemleri, ekonomi, teknoloji, tiretim ve
tiiketim, niifus artis ve hareketliligi, biyolojide canli kitle sayisinin arastirilmasi ve yorumlanmasi
gibi alanlarda yaygin olarak uygulanir.

Fark Denklemlerinin ¢oziimii konusunda Belirsiz Katsayilar Yontemi, Operator YoOntemi,
Parametrelerin(Sabitlerin) Degisimi gibi yontemler kullanilmaktadir. Parametrelerin degisimi
yontemi, yiiksek mertebeden ve sabit katsayili veya degisken katsayili homojen olmayan
denklemlerin bir 6zel ¢oziimiinii bulmak igin uygulanabilen en genel yontemdir. Fakat
parametrelerin degisimi yontemi, genellikle literatiirde II. Mertebe denklemlere uygulanmstir.
Bu ¢aligmada ise, bu yontemin III. Mertebe denklemlere de basarili bir sekilde uygulanabilecegi
gosterilmistir.

1.1. Sonlu Farklar:

Sonlu farklar, kesikli verilerde fonksiyonun belli degerlere kars1 aldigi goriintii ve davranislarinin
irdelenmesinde kullanilan araglardir. Sonlu farklar kullanilarak, sayisal tiirev, enterpolasyon,
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diferansiyel denklemler, fark denklemleri vb. gibi kavramlar tanimlanabilir ve ¢oziimleri
yapilabilir.

Ormnegin, bir f:IN— IR fonksiyonu i¢in sonlu farklar asagidaki gibi tanimlanabilir:
Ef(k)="~(k+1),
Elf)=f(k-1)
Af(k)=f(k+1)- f(k),

V f(k)= f(k)- f(k-1)

1 1
&Gq_f(k+§j—f(k—§}
f(k+;)+f(k—;j
nfk)=

2

1.2. Fark Denklemleri

Icerisinde en az birinci mertebeden A, V, 6, U, E, E? gibi sonlu farklarin bulundugu

fonksiyonel denklemlere Fark Denklemleri denir. Ekonomi, teknoloji, {iretim ve tiiketim, niifus
artis ve hareketliligi, biyolojide canli kitle sayisinin arastirma ve yorumlanmasi yaygin kullanim
alanlarindandir.

n-inci mertebeden sabit katsayili, lineer, ikinci yanl fark denklemi,

f(k+n)+a; f(k+n-1) + ... + a, f(K) = g(k) (a,#0) 1)
seklinde gosterilir. Bu denklemin,

f(k+n)+a; f(k+n-1) + ... +a, f(k) =0 (2)

seklindeki homojen kisminin,
f, (k)= Zci f, (k) 3)
i=1

seklinde bir ¢oziimii vardir.
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2. Parametrelerin Degisimi Yontemi

Parametrelerin degisimi yontemi, yiiksek mertebeden ve sabit katsayili veya degisken katsayili
homojen olmayan denklemlerin bir 6zel ¢6ziimiinii bulmak ic¢in uygulanabilen en genel
yontemdir. Bu yontemin ana yaklagimi homojen ¢oziimde elde edilen keyfi sabitlerin, bagka keyfi
sabitler igeren fonksiyoneller olacagi kabuliine dayanir.

Yukarida verilen ikinci yanl (1) denkleminin genel ¢6zlimiiniin, asagida verilen (4) esitligindeki
gibi homojen ve 6zel ¢oziimiin toplami oldugu bilinmektedir.

fg (k) = T, (k) + Ty (k) @)

Burada &zel ¢oziim veya ¢dziimlerin bulunmasi problemi ortaya ¢ikmaktadir. Ozel ¢dziimlerin
bulunmasinda ¢esitli yontemler kullanilmaktadir. Bu c¢alismada parametrelerin(sabitlerin)
degisimi yontemi iizerinde durulacaktir. Bu ydntemin uygulama bicimi genelde ikinci
mertebeden denklemler i¢in agiklanmistir [2,8]. Bu ¢alismada n-inci mertebeden ikinci yanli,
sabit katsayili lineer denklem igin genel bir yaklasim verilecek ve I1l. mertebeden bir denkleme
uygulanacaktir.

(3) formundaki
f, (k)= Zci fi (k)
i=1

homogen ¢6zlimii goz Oniine alalim. Eger ikinci yandaki C; katsayilari sadece birer sabit iseler

homogen kismin ¢oziimiinii saglarlar. Demek ki bu sabitler, bagka sabitleri de iceren bir takim
fonksiyoneller ki sag yandaki fonksiyonu da iiretirler. Burada ci=Ci(k) degisken doniisiimiiyle
(parametrelerin degisimiyle) 6zel ¢6ziim,

£, (k) = ici (k) f, (K) ©)

seklinde bulunur. Bunun i¢in homojen ¢oziime ileri fark uygulayarak;

A, (K) f, (K +2) + A, (K) f, (K +1) + ..+ Ac, (K) f. (k +1) =0
A, (K) f, (K +n—1)+ Ac, (K) f, (K +n—1) + ...+ Ac, (K) f. (k +n—1) =0 (6)
Ac, (K) f,(k +n) + Ac, (K) f, (K +n) + ...+ Ac, (K) . (k+n) = g (K)
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denklem sistemi elde edilir [7-8]. Bu sistemden,

0 f(k+D) ... f(k+D) fk+D) 0 . f(k+D)
0 f,(ken-1) .. f (k+n-1) fken-D) 0 .. f(ken_1)
Acl(k):g(k) f,(k+n) ... f (k+n) Ac, (K) = f(k+n) g(k) ... f (k+n)
W (k +1) Wk +1)

fk+)  f(k+D) .. O

f(k+n-1) f,(ken-1) .. 0

...... NS ACEE) B AT ()

Wk +1)
denklikleri ile Ac/(k), Ac,(k), ... ., Ac,(k) ileri farklari hesaplanir. Burada,

W(k), f,(k), f,(k),..., T (K) nin Casoratyani veya Wronskiyenidir [7-8]. Hesaplanan bu sonlu
farklarin ters fark operatdrleri alinarak C;(K), C,(K), ..., ¢,(K) hesaplanip, (4) denkleminde

yerine yazilmakla problemin,
f, (k)= zllc (k) f. (k)
seklinde zel gdziimi ve,
f (k)= f, (k) + f, (k) veya f (k)= iZ;:Ci f. (k) + iZ;:Ci (k) f, (k) (7)
seklinde genel gbziim bulunur. Veya dogrudan,
fg(k):iznl:Ci (k,C,) f.(k) (8)

genel ¢oziimiine ulagilir.
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3. Sayisal Uygulama

Asagida bir Ornegi verilmis olan yiiksek mertebeli lineer ikinci yanli fark denklemlerin
cozlimleri, genellikle belirsiz katsayilar ve operator yontemleri kullanilarak yapilir. Burada ise,
literatlirde pek rastlanmayan, III. ve daha yiiksek mertebeli denklemlerin ¢oziimiinde
parametrelerin degisimi yonteminin uygulanmasi gosterilecektir.

Problem:
f(k+3)—9f(k+2)+26f(k+1)—24f(k) =k

Yukarida verilmis olan III. mertebeden fark denkleminin ¢dzlimiine parametrelerin degisimi
yontemi uygulanacaktir.

Coziim:
Karakteristik Denklem 2° -94* +264-24=0 = A4 =2 1,=3 1,=4
f. (k) =C, 2" +C,3* +C,4“  (hom. ¢bziim) (9)
f, (k) =C,(k)2* +C,(k)3* +C,(k)4" (10)
(sbt. deg.) ve ileri farka gegilerek;

Ac, (k)2 + Ac, (k)3 + Ac, (K)4“* =0
Ac, (k)24 + Ac, (k)3 + Ac, (K)4“* =0
Ac, (K)2¥** + Ac, (k)3 + Ac, (k)4**® =k

sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek

k k
Ac, (k) = AC, (k) =— Ac, (k) =
(k) 4.2% 2 (K) 3.3 (k) 8.4
n-1 n n
ve A'na"=)>ia' _na __aa (11)

esitligi [7] kullanilarak,
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1L k+1
AAc (K =c (K) ==y —=—— "2
(k) =c, (k) 127 5
2k+1 -3k — 1

¢, (k) =

Bu fonksiyonlar (9) eslthglnde yerine yazilmakla,

C;(k) =

fonksiyonlarl bulunur.

18

0= ( k1, )2k+(2k+13kj3k+(—3k—l4kj4k:—6k—1l )
2 4 18 36

elde edilir ve (4), (7) ve (9) esitliklerinden, fy(K) = f, (K) + f (k)

6k +11
36

fg(k) = f, (k) + f, (k) :C12k +C23k +C34" -
elde edilir.

4. Tartisma ve Sonuclar

Sabit katsayili lineer yiiksek mertebeli ve homojen olmayan fark denklemlerin ¢6ziimleri igin
belirsiz katsayilar, operatdr yontemi ve parametrelerin degisimi yontemi bilinen ve kullanilan
yontemlerdir. Belirsiz katsayilar ve operator yontemleri kisith sayida ve belli modelleri i¢in
kullanilirken parametrelerin degisimi yontemi hemen tiim modellere uygulanan bir yontemdir.
Diferansiyel denklemlerde yontem iyi bir integral bilgisi gerektirirken fark denklemlerinde seriler
ve ozellikleri ile ilgili iyi bir temel bilgi gerektirir.

Bu yontem, simdiye kadar II. mertebeden denklemlere uygulanmisken bu calismada ise III.
mertebeden bir denkleme uygulanmasi gosterilmistir. Dolayisiyla, parametrelerin degisimi
yontemi III. ve daha yiiksek mertebeden denklemlere uygulanabilecegi ispatlanmistir.
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