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Abstract

Some damages may occur on a networks vertices or edges are prevented full functionality of the
network.

Therefore, while designing networks, we need to pay attention in order to ensure continuity of data flow
and to resistance of the network against disruptions. A model with more resist to disruptions is preferred
than others. In the event of this problem, initially theoretical approaches can do to minimize any damage
effect. This approach, which plays an important role, is called Vulnerability in graph theory. Since
1980, researchers who worked on graph theory have been used many measurements to calculate
vulnerability. For the aim of the communication or accessibility function between vertices by edges;
connectivity, edge connectivity, total connectivity, integrity, edge integrity, toughness, tenacity etc new
definitions were defined. These definitions are examined on all graph vertices at communication
structure. Resulting of using these definitions, vertices or edges are less resistance can remove of the
network system or add a new links between vertices on the network to generate more strong models can
form.

In this paper, we present a new measurement, is called Degree Connection Index, for vulnerability.
Degree connection index is associated vertex degrees with internally disjoint paths between vertex pairs
can give us to evaluate reliability and stability of graphs. We also give some results of degree
connection index on graph operations. This index give us a total sum for every pair of graph vertices, so
this case can let us more reliable comments to resist disruptions of graphs vulnerability.
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Ozet

Bir iletisim aginin bazi tepe veya tepelerinde olusabilecek hasarlar bu agin islevini tam olarak
gerceklestirmesini engeller. Bu nedenle iletisim aglari tasarlanirken, veri akiginin devamliligim
saglamak i¢in agin bozulmalara karsi gosterecegi direnci dnemsemek gerekir. Direnci fazla olan bir
model digerlerine gore daha cok tercih edilir. Dolayisiyla bir sorunla karsilagilmasi halinde agda
olusabilecek hasar bastan en aza indirgenmis olur. Bunun i¢in dnceden teorik yaklagimlar yapilabilir.
Bu yaklagimlar zedelenebilirlik (vulnerability) adiyla graf teoride 6nemli bir yer tutmaktadir.
1980’lerden beri graf teori ile ¢alisanlar pek ¢ok 6l¢iim kullanmuglardir. Tepeler ve ayritlar arasindaki
iletisim ve erisilebilirlik agisindan bir problemin amag¢ fonksiyonuna uygun olarak; baglantilik
(connectivity), ayrit baglantilik (edge-connectivity), toplam baglantilik (total connectivity), biitiinliik
(integrity), ayrit biitinliik (edge-integrity), saglamlik (toughness), kararlilik (tenacity) ve benzeri yeni
kavramlar tanimlanmistir. Bu Olgiimler grafin tiim yapisindaki iletisimi inceler. Bu tanimlar
kullanilarak, sistemde direnci diisiik olan tepeler ve ayritlar agdan ¢ikarilarak veya yeni baglantilar
olusturularak daha saglam modeller olusturulmaktadir.

Bu c¢aligmada grafin tepeleri arasindaki igten ayrik yollarmn sayisinin tepe dereceleriyle beraber
iliskilendirilmesiyle grafin giivenilirligini ve saglamligini degerlendirebilecek tarafimizdan tanimlanan
Derece Baglantilik Indeksi calisilmis, graf islemleri ile ilgili sonuglar1 verilmistir. Derece baglantilik
indeksi hesaplanirken grafin tiim tepe ikilileri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayisinin tepe dereceleriyle
birlikte kullanilarak hesaba katilmasiyla toplam bir deger sunan bu indeks grafin bozulmalara karsi
direnci hakkindaki yorumlamalar1 daha da giivenilir yapmaktadir.
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1. Giris

Bir G Grafi, tepeler olarak adlandirilan bos olmayan bir V(G) sonlu nesneler kiimesi ile G nin
farkli tepe ciftlerinin diizensiz siralanigi olan bir E(G) (bos olabilir) ayritlar kiimesinden
olusur ve G = (V, E) seklinde gosterilir. G grafinin tepeler kiimesi V(G) = {v,, v, ..., v, } nin
eleman sayisina G nin siralanisi (order) denir ve |V(G)| = n veya n(G) olarak gosterilir.
Diger taraftan ayritlar kiimesi E(G) = {e;, e, ..., &, } nin eleman sayisina boyut (size) denir
ve |E(G)| = m veya n(G) olarak gosterilir. Grafta en az bir ayrit yonli ise, bu grafa yonlii
(directed) aksi halde ydnsiiz veya yoénlendirilmemis (undirected) graf denir. G grafinin
herhangi iki tepesi arasinda birden fazla ayrit varsa bu ayritlara ¢ok katli ayrit, bu tiir graflara
ise ¢ok katli (multiple) graf denir. Cok katli ayrit ve bukle igermeyen graflara basit (simple)
graf denir. Bu ¢alismada yonsiiz basit graflar kullanilmistir. G grafinin herhangi bir v € V
tepesinin derecesi (degree) o tepenin bitisik oldugu ayritlarin sayisidir ve deg(v) ile gosterilir
[1,2,5].

Yardimci Teorem 1.1: n tepeli m ayrith baglantili bir G grafinda tepe derecelerinin toplami
ayrit sayisinin iki katidir [1].

Bir G grafinn v tepeleri i¢in, e; ={v;_,v;} ve 1<i<n olmak izere
Vo, €1, V1, €2, Va2, ..., Un_q, €y, Uy bigiminde olusan tepe ve ayrit dizilisine yiirdiyiis (walk)
denir.

Tiim tepeleri birbirinden farkli sonug olarak ayritlarida birbirinden farkli olan bir yiiriiyiise yol
(path) denir. G grafinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir tane yol varsa G grafina baglantili
(connected) graf denir. G grafinin u ve v tepelerini birlestiren iki yol ug tepeleri disinda ortak
bir tepeye sahip degilse bu yollara icten ayrik yol (internally disjoint path) veya icten tepe
ayrik yol (internally vertex disjoint path) denir. Tiim tepeleri birbirinden farkli ve tepe sayisi
n = 3 olan kapali bir yiiriiylise ¢evre (cycle) denir. Birlestirilmis ve ¢evre igermeyen (acyclic)
grafa agag (tree) denir. Tiim tepelerini igeren yalniz bir yola sahip grafa yol graf (path graph)
denir ve Py, ile gosterilir [1,5].

Yardimc1 Teorem 1.2: n tepeli P yol grafi ve T agacinin toplam ayrit sayist n — 1 dir [1,2].

Bir G grafinda bitisik olmayan U ve v tepesini bir ayrit ile birlestirmeye ayrit ekleme (addition
of the edge) denir ve G+uv bigiminde gosterilir. Bir G grafinin tiim tepelerinin bir v tepesine
bir ayritla birlestirilmesi islemine tepe ekleme (addition of a vertex) denir ve G+v bigiminde
gosterilir. Bir G grafindan bitisik olan u ve v tepelerini birlestiren e = {u, v} ayritin1 silmeye
ayrit ¢tkarma (removal of an edge) denir ve G — e bigiminde gosterilir. G grafindan bir v
tepesi ve v ye bitisik olan tiim ayritlari silmeye tepe ¢ikarma (removal of a vertex) denir ve G
— V bi¢ciminde gosterilir.

Baglantili bir G grafin1 baglantisiz yapmak veya tek izole tepe birakmak igin graftan
cikarilmas1 gereken en az tepe sayisina grafin baglantilik (connectivity) veya tepe baglantilik
(vertex connectivity) sayist denir ve k(G) ile gosterilir [6]. Birlestirilmis bir G grafinda,
bitisik olmayan u ve v tepelerini baglantisiz yapmak i¢in graftan ¢ikarilmasi gereken en az
tepe sayisina U Ve V nin yerel baglantiligi (local connectivity) denir x(u,v) ile gosterilir. n
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tepeli bir G grafinda tiim tepe ciftlerinin baglantiliginin toplami1 G nin foplam baglantilig
(total connectivity) olarak tanimlanir ve K(G) ile gosterilir [2].

K(G) = Z k(u,v)
{uvicv(c)
Graf teoride, herhangi bir iletisim aginda tepeler arasindaki iletisimi gliglendirmek, grafin
saglamlhigim1 6lgmek ve artirmak amaciyla ¢esitli Ol¢imlerden yararlanilmaktadir. Bu
Olciimler, iletisimin islevine ve amaca yonelik farkliliklar tasimaktadir. Grafin tepeleri
arasindaki icten ayrik yollarin sayisinin tepe dereceleriyle beraber iligskilendirilmesiyle, grafin
giivenilirligini ve saglamligin1 degerlendirebilecek tarafimizdan tanimlanan derece baglantilik
indeksi [4] doktora tezinde ¢aligilmustir.

Tamm 1.1: Bir G grafinin u, v € V(G) tepeleri i¢in deg(u) ve deg(v) tepe dereceleri, x(u,v)
de u ve v tepeleri arasindaki i¢ten ayrik yollarin sayist olmak tizere, grafin Derece Baglantilik
Indeksi (Degree Connection Index)

ka(@ = ) [deg(w) + deg(®)] x(,v)
{uvicv
olarak tanimlanir [4].
Burada u,v tepe ¢ifti i¢in,
Kq(u, v) = [deg(u) + deg(v)] k(u,v)
ifadesine iki tepenin yerel derece baglantilik degeri (local degree connection value) denir [4].
Derece baglantilik indeksi hesaplanirken grafin tiim tepe ikilileri i¢in bu tepeler arasindaki
icten ayrik yollarin sayisinin kullanilmasi ve bu degerin tepe dereceleriyle birlikte hesaba
katilarak toplam bir deger olarak sunmasiyla; yeni tanimlanmis bu indeks grafin bozulmalara
kars1 direnci hakkindaki yorumlamalar1 daha da gilivenilir yapmaktadir. Bu yorumlamay1
asagidaki drnekte kolayca gorebiliriz.

k(G) = K(G) =100 k(G) = K(G) =78

ky(G) = 812 kq(G —a) = 602

Sekil 1.1 G Grafi Sekil 1.2 G —a Grafi
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G-c

K(G) =2 K(G) = 95 k(G) =2 K(G) =95

G —c) =746
K4 (G — b) = 744 ka(G =)

Sekil 1.3 G —-b Grafi Sekil1.4 G -c Grafi

G-d
k(G—d)=2 K(G—d)=99 k(G —e)=2 K(G—e)=99
kKq(G—d) =766 Kq(G —e) =754
Sekil 1.5 G -d Grafi Sekil1.6 G-e Grafi

Sekil 1.1 deki G grafindan Sekil 1.2 de a ayrit1 Sekil 1.3 de b ayrit1 Sekil 1.4 de ise ¢ ayritt
Sekil 1.5 de d ayrit1 Sekil 1.6 de e ayrit1 ¢ikarilarak farkli graflar olusturulmus ve bu graflara
ait baglantilik, toplam baglantilik ve derece baglantilik indeksi degerleri verilmistir. Burada
G, G-aG-b G-c G-dve G — e graflarinin saglamlik siralamasi yapilmak
istenildiginde baglantilik agisindan en zayif graf G — a grafidir. Diger graflar ise ayni
baglantilik verisine sahiptir dolayisiyla aralarinda bir siralama yapilamamaktadir.
Karsilagtirma toplam baglantilik degerleri ile yapildiginda en saglam grafin G grafi, en zayif
grafin ise G — a oldugu goriiliir. Ancak G —b ve G —cile G — d ve G — e graflarinin toplam
baglantilik degerleri aynidir. Dolayisiyla G — b ve G — c ile G — d ve G — e graflari toplam
baglantilik parametresiyle degerlendirilemez. Bu durumda farkli bir degerlendirme olgiitii
verisine ihtiyag vardir. Derece baglantilik indeksi ise bu graf ikililerinin arasinda segim
yapilabilmesine olanak saglar. G — ¢ grafinin G — b grafindan, G — d grafinin G — e grafindan
daha saglam bir yapida oldugunu gosterir. Dolayisiyla biitiin graflar1 zedelenebilirlik
acisindan siralamak miimkiindiir. Sonug olarak derece baglantilik indeksi zedelenebilirlik ile
ilgili daha hassas bir deger iireterek bize yardimci olur [4].

2. Derece Baglantihk indeksinin Temel Graf islemleri Altindaki Sonuclar

Temel graf islemleri altinda derece baglantilik indeksiyle ilgili sonuglart bu bélimde
verecegiz. Oncelikle ayrit ¢ikarma islemiyle derece baglantilik indeksinin nasil etkilendigini
inceleyelim.



M. U. GURSOY et al./ ISITES2014 Karabuk - TURKEY 1667

Teorem 2.1: Herhangi bir G grafindan bir e ayritinin ¢ikarilmas: grafin derece baglantilik
indeksini azaltir [4].
Kq(G —e) < ky(G)

Ispat: Ispat iic durumda incelenecektir. Burada G nin herhangi iki u ve v tepesi ve bu tepeleri
birlestiren ayrit e olsun. a,b,t € Z* olmak iizere G grafi i¢in deg(u)=a, deg(v)=b ve
k(u,v) = t olsun.

1. Durum: Graftan ¢ikarilan e ayriti grafinin birlestirilmisligini bozmayan bir ayrit olsun. Bu
durumda G nin birlestirilmisliginin bozulmamasi i¢in a,b,t = 2 olmalidir. Ciinkii G — e
grafi i¢in deg(u)=a — 1, deg(v)=b — 1 ve k(u,v) =t — 1 olur. Dolayisiyla G grafindaki u-v
tepe ikilisi i¢in yerel derece baglantilik
Kq(u,v) = [deg(u) + deg(v)] k(u,v) = (a + b)t
olan deger G — e grafinda u-v tepe ¢ifti i¢in k4 (G — e) hesaplanirken yerel derece baglantilik
kKqw,v) =la—1+b—-1](t—1)

olur ki bu durumda ikinci hesaplama ilk hesaplamadan kiigiiktiir. Bunun disinda u tepesiyle
grafta varsa v tepesi disindaki ve v tepesiyle de u tepesi disindaki tepe ikililerinin yerel derece
baglantilik degerleri [deg(m) + deg(n)] k(m,n) hesaplanirken u - v tepelerinin tepe
dereceleri birer azaldig1 i¢in igten ayrik yollarin sayisi azalmasa bile derece baglantilik degeri
azalir, dolayisiyla kq(G —e) < ky(G) dir,

2. Durum: G den cikarilan e ayrit1 grafin v tepesini izole tepe olarak biraksin. Bu durum da
yine k4(G — e) < k4(G) olur, ¢linkii G nin n tane tepesi varken G — e grafin da n — 1 tane
tepeden olusan bir birlestirilmis graf ve bir izole tepe olacaktir. Bu durum da k,;(G)
hesaplanirken (%) tane durum varken k(G — e) hesaplanirken (™}") tane durum olacagmdan

Kq(G —e) < ky(G) olur.

3. Durum: Cikarilan e ayrit1 G grafin1 n; + n, = n olacak sekilde n; ve n; tepeli G; ve G,
graflarina ayirsin. Dolayisiyla (721) > (7121) + (7122) oldugundan x4 (G) > k4(G,)+k4(G,) dir.

Dolayisiyla durum 1, 2 ve 3 den dolay1 k4 (G — e) < k4(G) dir.

Simdi de graftan tepe ¢ikarildiginda grafin derece baglantilik indeksinin nasil degistigini
inceleyelim.

Teorem 2.2: Herhangi bir G grafindan bir v tepesinin ¢ikarilmasi durumunda grafin derece
baglantilik indeksi azalir [4].
Kd(G — v) < Kd(G)

Ispat: Bir graftan bir tepe ¢ikarildiginda graftan en az bir ayrit eksilmis olur. Dolayisiyla
Teorem 2.1 den dolayr G — v grafinin derece baglantilik degeri G nin derece baglantilik
degerinden daha kiigiiktiir.

Sonug¢ 2.1: H grafi n tepeli G grafinin birlestirilmis bir alt grafi olmak {izere;
Ka(H) < Kkq(G)
dir [4].
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Ispat: H grafi G grafinin alt grafi oldugundan G den tepe veya ayrit ¢ikarilarak olusturulmus
bir graftir. Dolayisiyla Teorem 2.1 den ve Teorem 2.2 den dolayr H nin derece baglantilik
indeksi G nin derece baglantilik indeksinden kiigiiktiir.

Sonu¢ 2.2: Herhangi bir G grafina bir v tepesinin toplanmasiyla olusan grafin derece
baglantilik indeksi artar [4].
Kq(G +v) > Ky(6)

Ispat: G, n tepeli herhangi bir graf olsun. G grafina v tepesinin eklenmesiyle olusan G + v
grafi n+1 tepeli bir graf, v tepesi n dereceli bir tepe ve G + v nin v disindaki tepelerinin
dereceleri de G dekilerin bir fazlasi olur dolayisiyla derece baglantilik indeksi #x;(G)
hesaplanirken (721) tane durum yerine (";1) tane durum hesaplanir. Hem durum sayisindaki
artma hem tepe derecelerindeki artma hem de herhangi bir tepe ¢ifti i¢in eklenen tepe
iizerinden farkli icten ayrik yollarin hesaplanmasindan dolay: artma olur. Bunlar da k(G +
v) nin degerini k;(G) den daha biiyiik yapar. Dolayisiyla k; (G + v) > k4(G) dir.

Sonuc:

Bir iletisim agmin en 6nemli gérevi fonksiyonunu yerine getirebilecegi iletisimi korumasidir.
Bunu da tepeler arasindaki bagin gesitliligi artik¢a daha iyi koruyabilir. Agin baz1 tepe veya
tepelerinde olusabilecek hasarlar bu agin islevini tam olarak gerceklestirmesini engeller. Bu
nedenle iletisim aglar1 tasarlanirken, veri akisinin devamliligmmi saglamak i¢in agin
bozulmalara kars1 gosterecegi direnci dnemsemek gerekir. Direnci fazla olan bir model
digerlerine gore daha cok tercih edilir. Dolayisiyla bir sorunla karsilasilmasi halinde agda
olusabilecek hasar bastan en aza indirgemis olur. Bunun i¢in 6nceden teorik yaklagimlar
yapilabilir. Bu yaklagimlar zedelenebilirlik adiyla graf teoride 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu
makalenin iceriginde graflarin zedelenebilirligini dlgmek icin Derece Baglantililik Indeksi
adiyla yeni bir 6l¢lim tanimlanmistir. Bu Ol¢lim graftaki ayritlarin veya tepelerin stratejik
yerlerinden kaynaklanan ©zel durumlari dikkate alir. Bu makalede derece baglantilik
indeksinin bazi graf iglemleri altindaki incelemeleri lizerindeki durulmus, iki farkli graf
modelinden zedelenebilirligi daha biiyilikk olanin daha saglam bir yapiya sahip oldugu
gosterilmistir. Sonug olarak bu ¢alismada diger zedelenebilirlik 6l¢timlerinden farkli yeni bir
Ol¢tim Onerilmistir.
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